UNIVASF — Geometria Analitica — Prof. Joao Alves — Lista 2.5 (v. 01/06/2025)
Solucao

Justifique apropriadamente o que achar que deve ser justificado.

Questao 1 (1,8 ponto). Na Figura [2| suponha que ¢ = 2. Considere que as bases destras sao as que tém
orientacao positiva. Pensando geometricamente, determine:

(a)

(b)

()

(d)

(e)

(f)

(2)

G3E3 . Alfl.
SOZU§d0. Gg,Eg . Alfl = 07 pOiS GgE3 1 Alll. O
AQDQ . A2I2.
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Solugao. AsDsy - Asly = ||AsDsl||| A2 12]| cos ang(Ang, Ag[g) =2-4y2- cos § = 8v/2 -

S

. -_—
Projg— Aqls.

— — — _— = —_—
Solugao. projm A1ls = A1, pois A11; é o unico vetor @ tal que @ || E1 A1 e (A11y — W) L E1A; (ver

Figura [I] i)). O
. —_—
projg 5 FEF;.

—_— = —_— ——
Solucao. projm E{F3 = 0, pois E1Fy L D>Ds. O

e ey
FiD; - F1K/||[F1K||, onde K é o ponto do segmento [G1, 1] tal que ang(K I, KFy) = /6.
Solugao. Veja, na Figura (ii), que os angulos DlﬁK e II?Fl tém a mesma medida 6, que, de acordo
com o enunciado, vale /6. Assim, ang <F1D1,F1K> = ang (K ,KFl) = 7/6. Logo,

—_— —
F1D1 FlK

— — —

”ju— = ||F1Ds]| cosang(FlDl,F1K> =4. cosang([?[},KFl) = 2V/3. O

K
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Ficura 1
—_—
IQAQ A A3E3.
— s —
Solugdo. IQAQ A AgEg = 0, pOiS IQAQ || A3E3. O
—_—
BgBl A BQCl.
Solucao.
—
—_— —— vt BoFE
ByBy AByCp = @ tal que U_TT 2 21 9o
]| = 2 - drea([ By, Bz, C1]) =2 - 5%5° = 4.

LOgO7 BgBl A BgCl = BQHQ. O
[A1 Az, A1 By, AL Es].

Solugao. Observe que a base (AlAQ, A1Bq, A1E2> tem orientacao negativa. Entao seu produto misto

¢ menos o volume do paralelepipedo [A1, By, Ba, Ag, Ea, Fa, F3, E3]. O volume deste paralelepipedo é
area da base vezes altura, ou seja: drea([A1, By, Ba, Az]) - dist(41,D1) = 2-2-2 = 8. Portanto,

[AlAz, A,B;, A1E2} — 8. O

[A1As, A1 By, A1 Bs].
Solucao. {A1A2, A By, AlBg] = 0, pois os vetores A1 Ay, A1By e A1 B3 sao coplanares. O
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Questao 2 (peso 1,2, uniformemente distribuido entre os itens).
Na Figura 2}

, Gs Fi s i ’ (a) Os planos
79 2 2
71 H, I 7T11X213+AA1D2+,U1A1F2 ()\,/,LGR),
s
, 2 , mo 1 X = Hi + ANE1Go + pE I ()\,MER)
D, - 7 - 7 3 sao coincidentes, paralelos disjuntos ou transversais?
D, - Ey § I } Solugao. Sao paralelos porque as triplas (A1 Dy, A1 Fy, E1G3)
e (A1Dy, A1 F5, E115) sao LD. Nao s@o coincidentes porque,
As Bs Cs por exemplo, I3 € 7 mas I3 ¢ . Por serem planos paralelos
A, * B, . &3 g nao coincidentes, sé podem ser planos paralelos disjuntos. [
41 B G (b) Dé duas equagbes vetoriais para o plano 7 que contém o

triéngulo IIBl, Cg, EQ]]

Figura 2. Oito cubos de lado ¢, uni- — SN
Solugdo. m: X = By + AB1Co + uB1Es (A, u €R),

dos pelas faces, formando um cubo de
— —
lado 2¢. 7 X =0yt )\<202E2) +uB1Ey (A pu€R).

(H4& muitas outras respostas corretas para este item (b).) O

(c) Dé uma equagdo vetorial para o plano ' que passa pelo ponto I; e é paralelo ao plano m; do item (a).

Solugao. '+ X =11 + NA1Dy + nA1Fy (A, u € R). O

(d) Dé duas equagoes vetoriais para a reta r, perpendicular ao plano 7 (do item anterior), que passa por Es.

Solugdo. Trata-se da reta (Esq, I1). Duas equagdes vetoriais para ela sdo, por exemplo:

r: X =FEy+ A Ex; (AER),
T’ZX:Ag—)\(?)IlEQ) (AGR)

Apenas olhando a figura, pode ser dificil ter certeza de que a reta descrita no enunciado é realmente
(Fs, 1), embora a figura possa dar alguma intuicao a favor dessa conjectura. Para confirmar, note que,
com relacao ao sistema de coordenadas ¥ = Bs[Bj, Ca, Es], temos ﬁ]; =, L)er:a+y+z=1
(os valores de a, b, ¢, d nesta equagao geral podem ser descobertos usando o fato que, de acordo com a
figura, (1,0,0),(0,1,0),(0,0,1) € m; substitui-se as coordenadas de cada um destes trés pontos no lugar
de z, y, z, em ax + by + ¢z + d = 0, formando um sistema de trés equagoes lineares nas incégnitas a, b,
¢, d; a solugao deste sistema dé os valores dos coeficientes e do termo independente da equagao geral de
7). Nao temos garantias de que ¥ é ortogonal, mas sabemos que seus eixos sdo perpendiculares e tém
todos uma mesma unidade de medida. Assim, se ¥’ é um sistema ortogonal obtido a partir de ¥ via
normalizacao da base, entdo, com relacao a Y, teremos E?Il> = (k,k,k) e m: kx + ky + kz = 1, onde

k = ||BaBi|| = ||B2Cs|| = ||B2E2||. Ou seja, com relagdo a um sistema de coordenadas ortogonal, as
coordenadas de FyI; sdo proporcionais (de fato, iguais) aos coeficientes de x, y, z na equagao geral do
plano 7, o que nos diz que E5I; é paralelo aos vetores normais de . O

(e) Avalie se a reta r (do item anterior) intersecta a reta s que, com relagdo ao sistema de coordenadas
Y = By[Bj1, (s, Es), é descrita pelas equagoes © — 1 =y — 1 = —z/2. determine-a.

Solugao. De acordo com as equagoes © — 1 = y — 1 = —z/2, a reta s passa pelo ponto (1,1,0) = C
na diregao do vetor (1,1,—2) = HyCj; entdo s = (Cy, Hy). J4 vimos que r = (E, I1). E, na figura, é
evidente que as retas (C1, Hz) e (Es2, I1) sdo concorrentes. Portanto, r e s se intersectam. O

Questao 3 (peso 4,5, uniformemente distribuido entre os itens). Sejam @ = (—3,-2,8), ¥ = (9,1,1), @ =
(=m/6,—3 + m,—1 + n) vetores, num sistema de coordenadas ortogonal positivamente orientado, tais que
U L wev Lw. Calcule:

(a) .

Solugdo. De 4 1 & e ¥ L w0, temos que:

v-w=0 . =3(-m/6)—2(-3+m)+8(-1+n)=0
m/2+6—2m—8+8n=0
—3m/2+48n =2, (1)



(f)

(2)

(h)

(i)

<y
g
1

o

9(—m/6) + 1(=3+m) + 1(—1+n) =0
-3m/2—-34+m—-14+n=0

-m/2+n=4. (2)
Substituindo em :
3m m 3m 5m 60
- 4 7):2 S Am - — 2=2 . ——=- =—-——=-12.
T84+ m— 0 +3 = =30 m=—— =12
Usando m = —12 em , vem: 6 +n =4 . n = —2. Portanto,
—12
o= (—%, —-3+m, -1 +n) = <_(6)7 -3+ (—-12), -1+ (—2)) = (2,—15,-3). |

UNT.
Solugao. Temos 4 = (—3,-2,8) e ¥ = (9,1,1). Como o sistema de coordenadas é ortogonal e positiva-
mente orientado,

7 K B e ol B
ing=|—3 —2 s/ =2 %ic|? S|P HF= 107757+ 15k = (=10,75,15). O
e bl FU | KT g R

[l e |9
Solugdo. De @ = (—3,-2,8) e ¥ = (9,1,1), pelo fato de o sistema de coordenadas é ortogonal, temos:

Hﬁ” = \/(—3)2 + (—2)2 +82=+19+4+64= \/ﬁ7
17 = V2 + 12+ 12 =BT+ 141 =33 -

projg u.

Solugao. Relembre que 4 = (—3,-2,8) e 0 = (9,1,1). A ortogonalidade do sistema de coordenadas nos
permite usar a férmula @ - U = ujvy + ugve + ugvs, para 4 = (uy,us,uz) e ¥ = (vq,v2,v3), com a qual
obtemos i - ¥ = —27 — 2 + 8 = —21. Dali, por ||7]| = v/83 (valor obtido no item anterior), segue que

projy i = i‘UHZa: —%(9,1,1) = <—f§,—g,—§;). O
(@4 7) - (€ — 7).
Solugao. De i = (—3,-2,8) e ¥ = (9,1, 1), temos:
u+v=(6,-1,9), v—v=(-12,-3,7)
(@+0) - (@—7)=6(-12)+ (=1)(-3)+9-7T= -T2+ 3+ 63 = —6.
No célculo do produto escalar, usamos o fato que o sistema de coordenadas é ortogonal. (I

(i + ) A (€ — 7).
Solugao. Conforme j& calculado no item anterior, @ + v = (6,—1,9) e ¥ — ¥ = (—12,-3,7). Entao,
considerando que o sistema de coordenadas é ortogonal e positivamente orientado,

N -
Grn@—d=|6 -1 o= Y= O el 6 ~Hi_ (20,-150,-30). 0
12 -3 7 -3 7 —-12 7 -12 -3

@+ d] e [la—d].
Solugao. Conforme jé calculado no item (e), @ + ¥ = (6,—1,9) e ¥ — ¥ = (—12,-3,7). Entao, como o
sistema de coordenadas é ortogonal,

|7+ )| = /62 + (—1)2 + 92 = /36 + 1 + 81 = V118,
|7 — )| = /(—12)2 + (=3)2 + 72 = /144 + 9 + 49 = V/202. O

(@ + @) A (@ = D).
Solugao. Conforme ja calculado no item (f), (@ + ) A (@ — ¥) = (20, —150,—30). Entao:
(@ + @) A (@ — T)|| = /202 + (—150)2 + (—30)2 = v/400 + 22500 + 900 = /23300 = 101/238.

Este cédlculo de norma pressupoe que o sistema de coordenadas é ortogonal, condicao que também foi
assumida no célculo de (@ + v) A (@ — 7). O

—

cos ang(i + 7, 4 — V)



Solugao. J& vimos que (4 + ¥) - (@ — V) = —6, ||[d + 9| = V118 e ||& — ¥|| = v/202. Entao:
cos an, (ﬁ+1717717)*(ﬁ+6)'(ﬁ_6)* 0 = 0 3 O
& ’ | +d|ll@d—d]  VII8-v202 2v50vI101 /5959
(j) senang(i + ¥, @ — ).
Solugdo. J& vimos que ||@ + 0| = V118, |4 — ¥]| = v/202 e ||(d@ + ©) A (@ — ¥)|| = 10/238. Entao
@D A@—D)| 10v/238 10v238 5238
senang(d + U, U4 — ¥) = = = = . O
|4 + ||| — | V118 v/202  2v/59v101 /5959
(k) [—,v/2,d + .
Solugao. Relembre que @ = (—3,-2,8), ¥ =(9,1,1) e & = (2,—15,-3).
v U ! v 1 1
I N (R B A S S
{—u,z,u—i—w]— 5 d —i—[ u,2,w} ( 1)2[u7v,w} 2[u,v,w]
S e R A )
5 15 s 2\ =15 -8/ T|2 =37 |2 -1
1 1
= —5(=9-126 — 7 49) = —2(~1190) = 595. O

A utilizagao de determinante no calculo de produto misto, como fizemos acima, se apoia o fato que
o sistema de coordenadas é ortogonal e positivamente orientado. Nao foi necessario aplicar médulo ao
produto misto, porque os vetores dentro dele, na ordem em que foram escritos, formam uma base positiva.
(Em outras palavras, o médulo nao foi necessdrio porque o produto misto é positivo.)

(1) A &rea de um triangulo [A, B, C] tal que @ = AB e 7= AC.
Solugdo. J& vimos que @ A ¥ = (—10,75,15). Entao:

@ AT /(—10) + 752 + 152 /T00 + 5625 + 225 _ /5950
2 2 - 2 2

O célculo de norma mostrado acima pressupoe que o sistema de coordenadas é ortogonal, condigao que
também foi assumida no célculo de 4 A 7.

area([4, B,C]) = O

(m) A altura, com relacao ao lado [A, B], do tridngulo do item anterior.
Solugao. J& sabemos que area([A, B,C]) = v/5950/2 e ||/@|| = ||l@|| = V77. Entao:
~ 2-4drea([A,B,C]) V56950 V7-/850 /850

alt 4 51([4, B, C]) - - = . O
4.5 |AB| VT VTV VI
(n) O volume de um tetraedro [A, B, C, D] tal que @+ ¢ = 1@, U—U= ﬁ ew = E
Solugao. Temos: @ + ¢ = (6,—1,9), « — ¥ = (—12,-3,7), W = (2,—15,—3). Entéo:
@+, a-aa 1] ¢ "L 9 4
vol([4,B,C,D]) =+—"——"— =—1-12 =3 7 |=—(6(9+105)+ 1(36 — 14) + 9(180 + 6))
6 6 6
2 —-15 -3
1 1 2380 1190
= 5(6- 114422+ 9-186) = £ (684422 + 1674) = == = =~ O

A utilizacao de determinante no calculo de produto misto, como fizemos acima, se baseia no fato que
o sistema de coordenadas é ortogonal e positivamente orientado. Nao foi necessario aplicar médulo ao
produto misto, porque ordenamos os vetores de modo concordante com as bases que orientam o espaco.

(0) A altura, com relagéo a face [A, B, C], do tetraedro do item anterior.
Solugao. J& vimos que vol([A, B,C, D]) = 1190/3 e ||(d + ¥) A (@ — ¥)|| = 104/238. Entao:

6-vol([A,B,C,D])  3-vol([A, B,C,D 3.1190/3
alta.z.erl4, 5,6, D)) = = érég(ﬂA,B,cﬂ) = éreaf([[[A,BC}])ﬂ) @ on (a/— /2
_ 1190 _ 1190 _ 238 _ /338,
10v/238/2 5238 /238
Obs.: O triangulo [A, B, C] deste item néo é o mesmo do item (1). O

Questao 4 (peso 2,5). Sejam A = (-3,6,—10), B = (—8,-5,—1), C = (1,0,—6) pontos num sistema de
coordenadas ortogonal, 3.



(a) (peso 0,4) Dé um sistema de equagbes paramétricas para a reta (A, B).

Solugio. AB = (—8+3,—5—6,—1+10) = (—5,11,9)
e Fquacao vetorial: (x,y,z) = (=3,6,—10) + A\(=5,—11,9) (A € R).

r= —3— b,
e FEquagoes paramétricas: { y = 6—11A, (A €R). O
z=—10+ 9\

(b) (peso 1,5) Dé equagobes nas formas vetorial, paramétrica e geral para o plano 7 que passa pelos pontos A,
B, C.
Solugdo. Temos AC = (1+3,0—6,—6410) = (4,—6,4) e, como ja calculado no item anterior, AB =
(=5,—11,9).
e Equacao vetorial: X = A+ )\ﬁ + uzﬁ A\ pueR).
Ou seja: (x,y,2) = (—3,6,—10) + A\(—5,—11,9) + u(4,—6,4) (A, p € R).
r=— 3— SA+4u,
o Equagoes paramétricas: { y= 6 —11A—=6u, (\ ueR).
z=—10+ 9X+4pu
e Equacao geral:

r+3 y—6 z+10

-5 11 9 |[=0 < (x+3)‘_11 9‘—(;;—6)‘_5 9‘+(z—|—10)’_5 _11‘_0
D e —6 4 4 4 4 -6
& (2+3)(—44 4 54) — (y — 6)(—20 — 36) + (2 + 10)(30 + 44) = 0
< 10(z+3)+56(y —6) +74(2+10) =0
& 10z + 56y + 7424+ 30 — 336 + 740 =0
& 10z 456y + 7424+ 434 =0
& b+ 28y + 3724217 = 0.
Resposta: bx + 28y + 37z + 217 = 0. (|
(¢) (peso 0,4) Determine ¢ para que o vetor ¥ = (5 + 5¢, 5t,5 + 5t) seja paralelo ao plano 7w do item anterior.
Solugao.
Fllm & 5-(5450) 42856437 -(54+5)=0 <& 25+ 25+ 140t + 185 + 185t = 0
210 3
& 2104350t =0 <& tz—%:—g. ([l

(d) (peso 0,2) Nos itens anteriores, em quais momentos vocé precisou usar a ortogonalidade do sistema de
coordenadas X7

Solugdo. Em nenhum momento. Tudo que fizemos nesta questao independe de o sistema de coordenadas
ser ou nao ortogonal. 0
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